CAPITULO III. TEOREMAS

Las formulas asustan muuuucheo...

Enunciado del teorema de la probabilidad total

Sean {41, A, ..., An} un sistema completo de sucesos incompatibles dos a dos, con probabilidades no
nulas, suma de probabilidades 1. Sea B otro suceso del que conocemos las probabilidades
condicionadas: P(B/A;). Entonces:

P(B)= SP(B/ 4)- P(4)

Enunciado del teorema de Bayes

Sean {41, A, ..., An} un sistema completo de sucesos incompatibles dos a dos, con probabilidades no
nulas, suma de probabilidades 1. Sea B otro suceso del que conocemos las probabilidades
condicionadas: P(B/A;). Entonces:

P(B/4)-P(4) _ P(B/4)-P(4)
P(B) S P(B/ 4,)-P(4,)
k=1

P(4,/B) =

——» Vamos a comprobar que ya lo sabes con un ejemplo sencillo, que ya has resuelto en las actividades
propuestas del apartado anterior.

Para resolver problemas tipo Bayes basta construir un diagrama de arbol, luego la tabla de contingencia
asociada, y a continuacién el otro diagrama de arbol.

... pero quedaros con la penultima frase !!!!

Basta trabajar con la formula basica
de la Probabilidad Condicionada

si tienes las ideas claras:

* Formula General: P(A/B) = P(AnB)/P(B)
* Interseccion (Sucesos Dependientes): P(AnB) = P(B) - P(A/B)
/
* Si son independientes, P(A/B) = P(A), //
\

//

porque B no influye en que ocurraA
¥

y volvemos a: P(AnB) =P(B)-P(A)
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1.5. Teoremas de la probabilidad total y teorema de Bayes

Thomas Bayes en 1763 enuncié el teorema que lleva su nombre. Sirve para resolver problemas del tipo
de la pdgina inicial: “Conocemos la probabilidad de que un enfermo que tiene hepatitis esté algo
amarillo. Calcula la probabilidad de que alguien que esté algo amarillo, tenga hepatitis”. Es decir
permite calcular la probabilidad de A/B conociendo la probabilidad de B/A (o mejor, las probabilidades
de B condicionado a un conjunto de sucesos Aj tales que son incompatibles dos a dos y cuya unién es
todo el espacio muestral). Vamos a enunciarlo, pero ino te asustes! jYa sabes resolver problemas en los
gue se usa el Teorema de Bayes! iNo hace falta que te aprendas la férmula!

Previamente vamos a enunciar un teorema que también ya has usado, el teorema de la probabilidad
total, que es como un paso intermedio del teorema de Bayes.

Enunciado del teorema de la probabilidad total

Sean {Ai, Ay, ..., An} un sistema completo de sucesos incompatibles dos a dos, con probabilidades no
nulas, suma de probabilidades 1. Sea B otro suceso del que conocemos las probabilidades
condicionadas: P(B/A)). Entonces:

P(B) = ép(B/A@- P(A)

Enunciado del teorema de Bayes

Sean {Ai, Ay, ..., An} un sistema completo de sucesos incompatibles dos a dos, con probabilidades no
nulas, suma de probabilidades 1. Sea B otro suceso del que conocemos las probabilidades
condicionadas: P(B/A)). Entonces:

P(B/A)-P(A) _ P(B/A)-P(A)
P(B) S P(B/A)-P(A)
k=1

P(A/B)=

Vamos a comprobar que ya lo sabes con un ejemplo sencillo, que ya has resuelto en las actividades
propuestas del apartado anterior.

Para resolver problemas tipo Bayes basta construir un diagrama de arbol, luego la tabla de contingencia
asociada, y a continuacion el otro diagrama de arbol.

Actividades resueltas

Antes de comprobar que Si sabes resolver problemas tipo Bayes, vamos a trabajar un poco la
nomenclatura de las probabilidades condicionadas.

# Escribe con simbolos las siguientes probabilidades:

a) Sabemos que se ha verificado B, écual es la probabilidad de A? — P(A/B) = P(A "N B) : P(B).
b) Probabilidad de By A— P(A nB)=P(B n A)=P(A)-P(B/A) = P(B) P(A/B)

c) Ha salido una bola negra (A), probabilidad de que sea de la segunda urna (B) — P (B/A)

d) ProbabilidaddeBoA — P(AuUB)=P(BUA)

e) Elaccidente ha sido en carretera (A), probabilidad de que haya sido mortal (B) — P (B/A)
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% Tenemos un conjunto de sucesos {A1, Az, As} tales que E = A; U A, U As, y son incompatibles dos
a dos. Conocemos sus probabilidades: P(A:) = 0.3, P(A2) = 0.5, P(As) = 0.2. Tenemos otros dos
sucesos incompatibles, A 'y B, de los que conocemos las probabilidades condicionadas P(A/A1) =
0.4, P(B/A1) = 0.6, P(A/A2) = 0.3, P(B/A2) = 0.7, P(A/As) = 0.5, P(B/A3) = 0.5. Queremos calcular

P(A1/B).

Confeccionamos un arbol con los datos que tenemos.

Ahora podemos

P(A1 N A) =P(A1) -
P(A1 " B) =P(Ay1) -
P(A2 " A)=P(Az) -
P(A2 " B) =P(A) -
P(As N A) =P(As) -
P(As n B) = P(As) -

Llevamos estos resultados a la tabla de contingencia asociada:

calcular
intersecciones. Ya sabes que:

las probabilidades

P(A /A1) =0.3:0.4 = 0.12
P(B /A1) =0.3-0.6 =0.18
P(A /A;) =0.5-0.3=0.15
P(B /A;) =0.5-0.7 = 0.35
P(A /As) =0.2:0.5 = 0.10
P(B /As) =0.2:0.5 = 0.10

0'4 A

Al

de las
0‘3 0'6 B
03_»m A
0'5

A2
Q' B
0'2 0'5 A
o) B

A1

Az

Az

P(A1nA)=0.12

P(A2nA) =0.15

P(AsnA)=0.10

P(A) = 0.12+0.15+0.1= 0.37

B P(A1 B)=0.18

P(A2nB)=0.35

P(As nB)=0.10

P(B)= 0.18+0.35+0.10=0.63

P(A1) =0.12+0.18 = 0.3

P(A2) = 0.15+0.35 = 0.5

P(As) = 0.10+0.10=0.2

1

Sumando columnas comprobamos que no nos estamos equivocando en los calculos pues las
probabilidades que obtenemos: P(A1) =0.12 + 0.18 = 0.3; P(A2) =0.15+ 0.35=0.5y P(A3) =0.10 + 0.10

=0.2 son las conocidas.

Sumando por filas obtenemos las probabilidades:

P(A)=0.12 +0.15+0.1=0.37 y P(B) =0.18 + 0.35 + 0.10 = 0.63.

Con estas probabilidades podemos construir el otro arbol.

0'37

0'63

Ahora ya es posible calcular
condicionadas, utilizando las probabilidades de la interseccién

A1P(AyA1) =012

y dividiendo:

A A2 P(AyA1)=015

A3 P(AyA3) =010

A1P(ByA1)=018

B A2 P(ByA2)=0135

A3 P(By A3) =010

P(A1/A)=P(A1 "N A):
P(A2/A) =P(A2n A) :
P(As/A)=P(As " A):
P(A1/B)=P(A1 " B):
P(A2/B) =P(A2n B):
P(As/B)=P(As " B):

las otras probabilidades

P(A) = 0.12/0.37 = 12/37
P(A) = 0.15/0.37 = 15/37
P(A) = 0.10/0.37 = 10/37
P(B) = 0.18/0.63 = 18/63
P(B) = 0.35/0.63 = 35/63
P(B) = 0.10/0.63 = 10/63

La probabilidad pedida P(A1/B) = 18/63 = 2/7.
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“ Probabilidad y combinatoria

Observa que:
Vamos a repasar los calculos, para comprender mejor los teoremas de la probabilidad total y de Bayes.
Si miramos la tabla hemos obtenido P(B) sumando la fila como:
P(B) = P(A1 n B) + P(A2 " B) + P(A; N B)
Y las probabilidades de las intersecciones las hemos obtenido multiplicando en el arbol:
P(A1 N B) =P(A1) - P(B /A1)... luego:
P(B) =P(A1 " B) + P(A2 n B) + P(As n B) = P(B /A1) - P(A1) + P(B /A2) - P(A2) + P(B /A3) - P(As).

Teorema de la probabilidad total: P(B) = iP(B/A()- P(A)
k=1

En el segundo arbol hemos obtenido P(A1/B) dividiendo P(A; n B) : P(B). Para tener el teorema de
Bayes basta sustituir de nuevo la probabilidad de la interseccion por el producto, y utilizar el teorema
de la probabilidad total:

P(BAA) _P(B/A)-P(A) __P(B/A)-P(A)
P(B) B SP®/A)PA)
k=1

P(A/B) =

Teorema de Bayes: P(A /B) = P(B/él)?; P(A) _ nP(B/Ai)' P(A)
®  Ir@/A)-PA
4 Tenemos dos urnas, A'y B. La primera con 8 bolas blancas y 2 bolas negras. La segunda con 4

bolas blancas y 6 bolas negras. Se saca una bola al azar, de una de las dos urnas, también al azar
y resulta ser negra. ¢ Cudl es la probabilidad de que proceda de la urna B?

Debemos calcular P(B/Negra).

Para que se parezca mas al enunciado del teorema vamos a llamar a Blanca = A1 y a Negra = A,. El
conjunto de sucesos {Ai1, A} verifica las condiciones del teorema de Bayes. Por tanto queremos calcular
P(B/ A,).

Podemos construir el arbol del margen. Por el enunciado conocemos las siguientes probabilidades.

Nos dicen que la eleccidén de urna es al azar, por tanto P(A) =
P(B) =1/2.

Si sacamos una bola de la urna A sabemos que P(Blanca/A) =
P(A1/A) = 8/10, pues en la urna A hay 10 bolas de las que 8 1
son bolas blancas.

Blanca = A1
P(A y Blanca) = P(A y A1) =2/5

Negra = A2
P(A y Negra) = P(A y A2) = 1110

Del mismo modo sabemos:
P(Negra/A) = P(A2/A) = 2/10; ve
P(Blanca/B) = P(A1/B) =4/10, y
P(Negra/B) = P(A2/B) = 6/10.

Multiplicando calculamos las probabilidades de los sucesos

Blanca = A1
P(B y Blanca) = P(B y A1) =1/5

Negra = A2
P(B y Negra) = P(B y A2) =310
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“ Probabilidad y combinatoria

compuestos:
P(AN A1) =2/5,
P(A N Az) =1/10,
P(B n A1) =1/5,
P(B n A;) = 3/10.

Estos datos nos permiten construir la tabla de contingencia asociada:

Blanca = A Negra=A;
P(ANA1)=2/5 P(ANAz)=1/10 P(A)= 2/5+1/10=1/2
B P(B nA1)=1/5 P(B N Az) =3/10 P(B)=1/5+3/10=1/2
P(A1) =2/5+1/5=3/5 P(A2) =1/10+3/10=4/10=2/5 1

Observa que:

Se verifica el teorema de la probabilidad total:

P(B)=1/5+3/10=1/2 =P(B N A1) + P(B n A2) = P(B/A1)-P(A1) + P(B/A2)-P(A,)
En general, si hubiera un conjunto de sucesos {A1, Ay, ..., An} se escribiria:

P(B) = P(B/A1)-P(A1) + P(B/A2)-P(Az) + ... + P(B/An)-P(An)

A
PAYyA1)=2/5

B
P(ByA1)=1/5

Comprueba como en nuestro ejemplo se verifica esa ese teorema de la
probabilidad total para P(A), P(B), P(Blanca) y P(Negra).
A

Y ahora construimos el otro diagrama de arbol. Conocemos P(A1) =3/5y 25 P(Ay A2)= 110

P(A;) = 2/5, ademas de las probabilidades de las intersecciones, por lo

gue podemos calcular las probabilidades condicionadas, dividiendo: B

P(By A2) = 3/10

Por ejemplo: P(A/A1) = P(A n A1)/P(A1) = (2/5)/(3/5) = 2/3.
Con lo que tenemos resuelto nuestro problema pues:

P(B / Negra) = P(B /A;) = 3/4.

Vamos a comprobar que es el mismo resultado (y los mismos calculos) que hubiéramos obtenido
usando la expresion del teorema de Bayes:

I:)(B/AZ)_P(AZ/B)-P(B)_ P(A,/B)-P(B) _ P(A, NB) _3/10 _g
P(A) P(A,/A)-P(A)+P(A,/B)-P(B) P(AANA+P(A,nB) 1/10+3/10 4
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Probabilidad y combinatoria

Actividades propuestas
43.

44,

45.

46.

47.

48.

En un proceso de fabricacién de moviles se detecta que el 2 %
salen defectuosos. Se utiliza un dispositivo para detectarlos
qgue resulta que detecta el 90 % de los mdviles defectuosos,
pero sefiala como defectuosos un 1 % que no lo son. A) Calcula
la probabilidad de que sea correcto un moévil que el dispositivo
ha calificado como defectuoso. B) Calcula la probabilidad de
gue sea defectuoso un movil que el dispositivo ha calificado
como correcto. Ayuda: Utiliza primero un diagrama en arbol y
luego una tabla de contingencia.

Se tienen 3 cajas, A, By C. La caja A tiene 10 bolas de las cuales 4 son negras. La caja B tiene 6 bolas
con una bola negra. La caja C tiene 8 bolas con 3 negras. Se coge una caja al azar y de esa caja se
saca una bola, también al azar. Comprueba que la probabilidad de que la bola sea negra es 113/360.

Tenemos una moneda trucada cuya probabilidad de obtener cara es 3/5 y la de cruz es 2/5. Si sale
cara se escoge al azar un niumero del 1 al 8, y si sale cruz, se escoge un nimero del 1 al 6. Calcula la
probabilidad de que el nimero escogido sea impar.

Al analizar las actividades de ocio de un grupo de trabajadores fueron clasificados como deportistas
0 no deportistas y como lectores o no lectores. Se sabe que el 55 % de los trabajadores se
clasificaron como deportistas o lectores, el 40 % como deportistas y el 30 % lectores. Se elige un
trabajador al azar: a) Calculese la probabilidad de sea deportista y no lector. b) Sabiendo que el
trabajador elegido es lector, calculese la probabilidad de que sea deportista.

Tres maquinas A, B y C fabrican tornillos del mismo tipo. La probabilidad de que un tornillo
fabricado en la maquina A sea defectuoso es 0.01, de que lo sea uno fabricado en B es 0.02 y de que
lo sea si ha sido manufacturado en C es 0.03 En una caja se mezclan 120 tornillos: 15 de la maquina
A, 30 de la By 75 de la C. a) Calculese la probabilidad de que un tornillo elegido al azar no sea
defectuoso. b) Elegido un tornillo al azar resulta defectuoso. ¢Cual es la probabilidad de que haya
sido fabricado por la maquina B?

Una escuela de natacion ofrece cursos de iniciacién y perfeccionamiento en las categorias pre-
benjamin (7-8 afios), benjamin (9-10 afios) y alevin (11-12 afios). La siguiente tabla contiene la
informacidn con el nimero de nadadores matriculados en cada curso:

Pre-benjamin | Benjamin Alevin Total
Iniciacion 120 70 10 200
Perfeccionamiento 40 90 150 280
Total 160 160 160 480

Se elige al azar un nadador de la escuela.

a)
b)

c)

d)
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¢Cual es la probabilidad de que esté en el curso de iniciacién?
¢Cual es la probabilidad de que esté en el curso de perfeccionamiento o bien sea alevin?

Si el nadador elegido es un benjamin, éicual es la probabilidad de que esté en el curso de
perfeccionamiento?

Si el nadador elegido esta en el curso de iniciacion, ¢cudl es la probabilidad de que sea benjamin?
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SOLUCIONES:

43.

44.

45.

46.

47.

48.

a) 0,3525 b) 0,0021
Cierto

1

a)0,25 b)0,5

a) 0,975 b)0,2

a)0,4167 b)0,6 ) 0,562

d) 0,35
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