CAPITULO1V.
LA DISTRIBUCION BINOMIAL

Si nos cae un ejercicio de este tipo...

... seria un regalo irrechazable.

NO DIGO MAS
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Distribuciones de probabilidad

1. DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

1.1. Distribuciones de probabilidad: Media, varianza y desviacion tipica.

Cuando se analiza un fendmeno observable aparece una serie de resultados que han de ser tratados
convenientemente, de manera que se puedan comprender mejor tanto los resultados como la
caracteristica objeto de estudio correspondiente a dicho fendmeno. Para este fin ya sabes realizar una
primera descripcion de los datos, histograma de frecuencias absolutas o relativas y poligono de
frecuencias absolutas o acumuladas, y determinar sus parametros: la media, varianza, desviacién
tipica...

En ese caso, los propios resultados del experimento son numéricos como en el caso en el que se mide la
velocidad de un vehiculo, o la altura de un individuo. En cambio, en otras ocasiones, los resultados del
experimento no proporcionan dicha informaciéon adecuadamente, como puede ser en el caso de los
juegos de azar (ruleta, loteria, etc.).

En estos casos, se puede utilizar una variable aleatoria, que es una funcién que asigna un numero real a
cada resultado posible del espacio muestral del fendmeno bajo estudio. Por ejemplo, en los juegos de
azar se puede asignar a cada resultado la ganancia o pérdida que produce en el jugador.

Las variables aleatorias se denotan mediante una letra mayuscula y pueden ser discretas (cuando
pueden tomar un numero finito o infinito numerable de valores) o continuas (cuando pueden tomar
cualquier valor dentro de un rango).

En cuanto a las variables aleatorias discretas, éstas son las que pueden tomar un numero finito o
infinito numerable (como el conjunto N de los nimeros naturales) de valores. Dado que la variable
aleatoria puede tomar diferentes valores dependiendo de los resultados del experimento aleatorio al
gue estd asociado, su valor no se podra predecir de manera exacta. Asi pues, para describir una variable
aleatoria es necesario conocer su distribucion de probabilidad.

Conocer la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria X discreta consiste en asignar una
probabilidad a cada uno de los resultados posibles de dicha variable aleatoria. Es decir, se trata de saber
calcular o asignar los valores P[X = X], para todos los posibles valores X que puede tomar la variable
aleatoria X.

Actividad resuelta
+ Se lanzan dos monedas y contamos el nimero de caras. La distribucién de probabilidad es:

Al hacer un diagrama en arbol calculamos las probabilidades:

Numero de caras (X): 0 1 2
Probabilidad (p(x)): 1/4 1/2 1/4
Funcion de distribucion F(x): 1/4 3/4 4/4

Por un lado, tenemos la funcién p(x), que es la probabilidad puntual o funcidn de cuantia o funcién
masa de probabilidad.

Por otro lado, podemos calcular lo que seria equivalente a las frecuencias acumuladas. La funcién F(x),
a la que se denomina funcidn de distribucion, nos indica la probabilidad de que F(x) = P(X <), es decir,
calcula la probabilidad de que se tomen valores menores a X.
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Distribuciones de probabilidad

La tabla que hemos presentado es una distribucion de probabilidad, donde hemos definido una
funcidn que asigna a la variable aleatoria X una probabilidad:

X = p(x)
y es el resultado que nos ayudard a hacer predicciones sobre un experimento aleatorio.

También podemos representar la tabla anterior mediante un histograma para la funcién de cuantia, en
el que las areas de cada rectdngulo son ahora probabilidades, en lugar de frecuencias relativas, y
podemos representar con una linea la funcidn de distribucién.

Observamos que siempre se verifican las siguientes propiedades.

Funcién de probabilidad o funcién de cuantia:

1
1) p(x)=0
2) =p(x)=1. 0,75
Funcion de distribucion: 0,5 -
1) 0<F(x)<1 0,25
2) F(x) es una funcidn creciente
0

3) F(Xmaximo) = 1.

Actividades propuestas

1. Se lanzan 3 monedas y contamos el niumero de caras que salen. Haz un diagrama en arbol. Escribe
en una tabla la funcion de cuantia y la funcién de distribucién. Representa la funcidén de cuantia en
un histograma y con una linea la funcion de distribucién.

2. Se lanzan 2 dados y contamos el nimero de 5 que aparecen. Haz un diagrama en arbol, escribe en
una tabla la funcién de cuantia y la funciédn de distribucién, y represéntalas graficamente.

Actividad resuelta

4+ Se lanzan dos dados. Por cada 5 que aparezca ganas 20 euros y pierdes 10 euros en caso contrario.
¢ Te conviene ese juego? ¢ Cudnto esperas ganar o perder en 36 jugadas?

En cada lanzamiento puedes perder 10 euros o ganar 40 euros o ganar 20 euros. Esos son los valores de
una variable aleatoria que podemos llamar ganancia, cuyas probabilidades calculamos, haciendo un
diagrama de arbol, y escribimos en la siguiente tabla:

Ganancia (euros) (X): -10 20 40

Probabilidad (p(X)): 25/36 10/36 1/36

Por tanto, en 36 jugadas “esperamos” perder 10 euros en 25 de ellas, ganar 20 euros en 10, y ganar 40
euros en una jugada.

Ahora la variable aleatoria, que es discreta, es la ganancia.
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Distribuciones de probabilidad

Podemos calcular la media o esperanza matematica E(x) con la expresion:

E0O=2%-p(%)

La esperanza matematica es una media tedrica, de ahi el nombre de esperanza. Indica que si repetimos
el experimento varias veces se espera que la media de los valores obtenidos se aproxime a esta
esperanza calculada.

Para distinguir la media de una distribucion de frecuencias de la esperanza de una distribucion de
probabilidad, se suele utilizar para las frecuencias la letra m o x, mientras que para la esperanza
matematica se utiliza la letra griega p (que se lee “mu”) o E(x).

Un juego es equitativo si la esperanza matematica de la ganancia es 0, es ventajoso si E(X) > 0, y es
desventajoso si E(x) < 0.

En la actividad propuesta anteriormente calculamos la media o esperanza matematica:

Esperanza matematica = E(x) = —10(25/36) + 20(10/36) + 40(1/36) = (—250 + 200 + 40)/36 = —10/36.
Como E(x) <0, el juego es desventajoso.

Esto seria como calcular lo que “esperas” perder en 36 jugadas.

Actividades propuestas

3. Se lanzan 3 monedas. Por jugar nos cobran 1 euro, y por cada cara que aparezca ganamos 1 euro.
Escribe una distribucién de probabilidad y representa el histograma. ¢ Cuanto esperas ganar o perder
en 100 lanzamientos?

4. Una persona apuesta 10 euros a un juego de tirar una moneda y que salga cara o cruz (o similar). Si
gana se retira y deja de jugar. Si pierde, apuesta el doble, 20 euros. Si gana se retira. Si pierde
apuesta el doble, 40 euros. Y asi sucesivamente. Con esta estrategia siempre acaba ganando 10
euros, pero tiene un defecto, ique no lleve suficiente dinero para seguir jugando hasta ganar!
Imagina que lleva 500 euros. A) Haz un diagrama de darbol y calcula todas las posibilidades y sus
probabilidades. B) La distribucion de probabilidad: Ganancia (x) — Probabilidad (x). C) ¢Es un juego
ventajoso? ¢Y para nuestro jugador? D) Calcula la probabilidad de ganar 10 euros y la de perder 500
euros.

5. Lanzamos dos dados. Si apostamos al 7 y sale, recuperamos tres veces lo apostado. Si apostamos
que sale menor que 7 y sale, recuperamos lo apostado, y lo mismo si apostamos que sale mayor que
7. éCuadl es la mejor estrategia?

Por ejemplo, asegurar un coche a todo riesgo es un juego desventajoso, pero nos asegura que no habra
pérdidas grandes.
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Distribuciones de probabilidad

Para saber si los valores son préximos a la media, ya sabes que se utiliza la desviacidn tipica. Lo mismo
en las distribuciones de probabilidad. Para medir esa dispersion se utiliza la expresién:

o? =3~ px) = E(x*) ~ EX(x).

o = E(X*)-E*(x)

Ahora, cuando se refiere a distribuciones de probabilidad se utiliza la letra griega ¢ para indicar la
desviacidn tipica, y o2 para la varianza. Recuerda, con frecuencias utilizabamos s y 2.

La desviacion tipica y la varianza son tedricas ya que se refieren a una distribucién de probabilidad.

Las propiedades que verificaba la media y la desviacién tipica de las frecuencias se contindan
verificando para la esperanza matematica y la desviacion tipica de las probabilidades.
) -

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD. Distribuciéon y tipos de distribuciones.
Estadistica. Yasuri May
https://www.youtube.com/watch?v=AJt01UoVWZc

s

video

Actividades resueltas

4+ Se lanza una moneda 3 veces y contamos el numero de caras. Calcula la desviacion tipica de la
distribucion de probabilidad.

Hacemos un diagrama de arbol y comprobamos que la distribucidon de probabilidad es:

Numero de caras (x): 0 1 2 3
Probabilidad p(x): 1/8 3-(1/8) 3-(1/8) 1/8
Completamos la tabla con las filas siguientes:
Suma
X- p(x): 0 3/8 6/8 3/8 3/2
x2: 0 1 4 9
X2 p(x): 0 3/8 12/8 9/8 3
De donde deducimos que:
E(x)=pn=3/2.
E(x?) = 3.
o B0~ E2() - 3_@2 5. 9.3
2 4 4

3 ,
c= \/; 5 L0 7; = Q%775 = 0.87 =
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Distribuciones de probabilidad

1.2. Distribucion binomial

Este apartado estd dedicado a describir y caracterizar matematicamente algin modelo utilizado para
variables aleatorias discretas que se repiten con frecuencia en las aplicaciones practicas. Nos referimos
al modelo de probabilidad discreto con mas aplicaciones practicas: la distribucién binomial.

Antes de estudiarla vamos a ver dos ejemplos que ya conoces:

Actividad resuelta

4+ Selanza un dado. Llamamos “éxito” a que salga un 5. Escribe la distribucion de probabilidad.

Numero de “éxitos”: 0 1 s, Cinco
. p(Cinco y Cinco) = 1/36
Probabilidad: 5/6 1/6 Ginco
116 o,
#* Lanzamos ahora 2 dados. “/%* NoCinco
p(Cinco y NoCinco) = 5/36

Numero de “éxitos”: 0 1 2

HH . — 6 Cinco
Probabilidad: 25/36 | 5/36+5/36=10/36 | 1/36 K A oty 8

NoCinco

Observa que:
5/6 ~ NoCinco

|0(0)=[%]2 :1.( jz 2@(%)2 S
-2 (-G
p(z){%j _ ( |

Actividad resuelta

#+ Se lanza una moneda 3 veces. Llamamos “éxito” a que salga cara. Escribe la distribucion de
probabilidad.

Dibujamos el diagrama en arbol y calculamos las probabilidades:

Numero de “éxitos”: 0 1 2 3

Probabilidad: 1/8 3-(1/8) 3-(1/8) 1/8
Observa que:

gl

=35 (31(3) ()33

o)

p(3)=%=(%) =1.(%j =@(%j donde @ G] @@ son los nimeros combinatorios.

Los dos ejemplos anteriores son de una distribucién binomial.

l\)|>—‘

l\)l»—‘
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Distribuciones de probabilidad

La distribuciéon binomial se caracteriza porque puede ser interpretada como un experimento en el que
se consideran sucesos dicotdmicos, es decir, el de tener “éxito” y el de no tenerlo, de probabilidades py
g = 1 — p respectivamente. Se realiza el experimento n veces, todas independientes y con la misma
probabilidad p.

Se representa a la distribucidon binomial de parametro p, probabilidad de “éxito”, para n, nimero de
pruebas como B(n, p).

En los ejemplos anteriores hemos obtenido que la probabilidad de tener x éxitos en n pruebas repetidas
en una distribucidn binomial B(n, p) es:

n
P(X =x)=@- p*-q"

Esta distribucién es importante pues aparece en muchas aplicaciones.

Actividades propuestas

6. Se ha comprobado que la distribucidn de probabilidad del sexo de un recién nacido es:

Sexo del recién nacido: chica chico

Probabilidad: 0.485 0.515

En un hospital van a nacer hoy 10 bebés. Escribe la expresion de probabilidad de que nazcan 7 chicas.

7. Se estima que el porcentaje de hogares que utiliza una determinada marca de tomate frito es del 12
%. En una muestra de 20 hogares, équé probabilidad hay de encontrar entre 6 y 15 que lo utilicen?
(No lo calcules, sélo plantea como lo calcularias).

Actividades resueltas

4+ Volvemos al problema de lanzar una moneda n veces. Dibujamos los histogramas de la distribucion
de probabilidad binomial. En este casop=q=1/2.Yn=1,2,3,5, 10, 15y 20.

0,6 06 ——— 0,4 0,4 -
0,4 04 - 03 - 0.3
0,2 - 0,2
0,2 0,2 0,1 01
0 0 0 0
0 1 0 1 2 o 1 2 3 012345
n=1.B(1, 1/2). n=2.B(2, 1/2). n=3.B(3, 1/2). n=5.B(5, 1/2).
0,3 0,3 0,2
0,2 0,2
0,1 -
0,1 - 0,1 -
0 - 0 0 -
0O 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 12 14 02 46 8101214161820
n = 10. B(10, 1/2). n = 15. B(15, 1/2). n = 20. B(20, 1/2).
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Distribuciones de probabilidad

¢Observas alguna diferencia entre los histogramas para n par y para n impar?

En este caso los histogramas son simétricos pues p = q = 1/2.

= Dibujamos los histogramas de la distribucién de probabilidad binomial para n = 10, 15y 20 del sexo

de un recién nacido, donde p = 0.485 y por tanto q = 0.515.

0,3 0,3 0,2
0,2 0,2 0,15
01 -
01 - 01 - 0,05
0 - 0 - 0 -
012345678910 02 4 6 8 1012 14 024 6 8101214161820
n = 10. B(10, 0.485). n = 15. B(15, 0.485). n = 20. B(20, 0.485).

Observa como ahora el histograma no es simétrico.

= Se lanza un dado. Llamamos “éxito” a que salga un 5. Dibujamos los histogramas de la distribucidn

de probabilidad binomial para n = 10, 15y 20.

0,35 0,3 0,25
03 0,25 02
v 0.2 0,15
0,2 )
0,15
0,15 01
0,1
1 )
o 0,05
0,05 0,05
0 0 0
012345678910 02 46 8101214 02 46 8101214161820
n=10.B(10, 1/6). n = 15. B(15, 1/6). n=20. B(20, 1/6).

La probabilidad viene indicada por el area bajo es histograma.

Actividades propuestas

8.

Lanzamos dos monedas y contamos el nimero de caras. Calcula la media y la desviacion tipica de
dicho experimento.

Observa el histograma del experimento de lanzar una moneda 3 veces. Indica las siguientes
probabilidades. A) Probabilidad de que el nimero de caras sea menor que 1. B) Probabilidad de que
el numero de caras sea menor o igual a 1.

10. Observa el histograma del experimento de lanzar una moneda 5 veces. Indica las siguientes

probabilidades. A) Probabilidad de que el nimero de caras sea menor que 3. B) Probabilidad de que
el numero de caras sea menor o igual a 3.

11. Escribe la expresién (no lo calcules) de la probabilidad de que al lanzar una moneda 15 veces el

numero de caras sea menor que 5.

12. Escribe la expresion (no lo calcules) de la probabilidad de que al lanzar un dado 15 veces el nUmero

de cincos sea mayor que 10.
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Distribuciones de probabilidad

Parametros de la distribucion binomial

Vamos a dar la expresién de los pardmetros de una distribucidn binomial, su media, varianza y
desviacion tipica. No vamos a demostrar sus expresiones, pero si vamos a calcularlas para algunos casos
particulares, que generalizaremos.

Imagina una distribucién binomial para n = 1, con probabilidad de éxito p: B(1, p). Entonces la
distribucion de probabilidad es:

X p(x) x-p(x) X2 p(x)
q 0
1 p p p
Suma ! n=p E?) =p
Luegou=pyc?=E(X’) - EXx)=p-p’=p(l-p)=pa.
Hacemos lo mismo para n = 2, con probabilidad de éxito p: B(2, p).
X p(x) X-p(x) X p(x)
0 q? 0 0
1 2qp 2qp 2qp
? p? 2p? 4p?
Suma 1 T E(x?)
Luegopu=2pyc?=E(X’) —E*x)=2qp+4p°-(2p)*=2pgq.
Y ahora para n = 3, con probabilidad de éxito p: B(3, p).
X p(x) X-p(x) X2 p(x)
0 q? 0 0
1 3¢°p 3¢°p 3¢°p
2 3qp? 6qp’ 12qp?
3 p? 3p? 9p?
Suma 1 i E(x?)

22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 12: Distribuciones de probabilidad

www.apuntesmareaverde.org.es

Autora: Raquel Caro

Revisores: Luis Carlos Vidal, Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés

Textos Marea Verde

Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




Distribuciones de probabilidad

luegop=30¢*p+6qp°+3p>=3p(g*+2qp+p’)=3p(q+p?=3py
o’=E(X’)-Ex)=3¢’p+12qp*+9p*-(3p)°’=3p(q®+2qp+p’) +6qp>+6p>-9p*=.
3p(q+p)*+6p°(q+p)-9p>=3p-3p*=3p(l-p)=3pq.

iPiensa! Queremos generalizar estos resultados para cualquier valor de n. ¢Cuanto crees que valdra la
media y la varianza?

En efecto:
En una distribucién binomial B(n, p) la media vale siempre:
E(X) =pu=np,

la varianza o> =n-pqy

la desviacion tipica o = \/npq = \/np(l— p).

Actividades propuestas

13. En el control de calidad de bombillas de bajo consume de una fabrica se ha comprobado que el 90 %
son buenas. Se toma una muestra de 500 bombillas. Por término medio, ¢cuantas seran de buena
calidad? Calcula la media, varianza y desviacion tipica.

14. En el estudio sobre una nueva medicina para la hepatitis C se ha comprobado que produce
curaciones completas en el 80 % de los casos tratados. Se administra a mil nuevos enfermos,
écuantas curaciones esperaremos que se produzcan?
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