Numeros reales y complejos

RESUMEN

NuUmeros reales

Esta formado por la unidn de los numeros racionales y
los nimeros irracionales

5,-4,2/3,75 e, ®..

Densidad de los
Numeros Reales

El conjunto de los numeros reales es denso, es decir,
entre cada dos nimeros reales hay infinitos numeros.

Entre 0 y 1 calculando el
punto medio obtenemos
infinitos puntos:

0,0.5,0.25,0.125, 0.0625,..., 1

Valor absoluto

lxl:{—x six<O0
x sSix=>0

|-32| =32 = |+32]

Distanci Dist(x, y) = |x—y| Dist(3,8) = |8 —3]| =5.
Intervalos Abierto : (g, b) = {x € R| a <x<b} (3, 5)
Cerrado: [a, b] = {x € R | a<x<b} 3, 5]
Semiabierto (izq): (a,b]={x € R ‘ a<x<b} (2, 8]
Semiabierto (der): [a, b)={x € R ‘ a<x<b} [1,7)
Entornos Es una forma especial de expresar los intervalosf(2,4)=(2—-4,2+4)=(-2,6)
abiertos. Se define como el conjunto de nimeros que
estan a una distancia de a menor que r: E(a, r)
El nimero i 2=_1 e j= -1

Forma bindmica

z=x+1y

Suma de
complejos

x+py)+utw)y=x+u)+i(y+v)

(2+3i)+(4+5i)=6+8i

Producto de

x+1y)- (u+iv)=xu—yv)+i (x-v+yu)

(2—-i)(1+2i)=2+4i—i-27

complejos =2+4i—i+2=4+3i

Division de Se multiplica, numerador y denominador por el 2 2(1-i)  2(1-1i) |

complejos conjugado del denominador. Asi se consigue que el 1 B (1+1)(1-1) 2
denominador sea un numero real

Forma z=r(cosO+isen0) z=2-(cos£+i-senz)

trigonométrica 3 3

Producto de

Se multiplican sus médulos y se suman sus

Z-z2=4(cos 2n + i-senz—n)
3 3

complejos argumentos: ro.- pg = (r- plo+p
Divisién de Se dividen sus mddulos y se restan sus argumentos: z/z=1-(cos 0 +i-sen0) =1
complejos

Fa:pp=(r/ pla-p-

Formula de Moivre

(cos O +1-sen B)" = cos(nB) + i-sen(n0)

(ro)" = (M)a. n.

Logaritmos

Sia>0,loggm=z<m= az’|log., (x-y) = loga x + /ogayi

Joga (x/y) = loga x —logay]
log, X = y.log, j

log, 2
[Oga %/2_7 = (Mj

3
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Numeros reales y complejos

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Numeros reales

1. Calcula los valores exactos de a + b, c —ay a - ¢ para los niUmeros: (pista: racionalizar)

a=2.7 b =3.292929... ¢ =0.01030303...

2. Descubre cual de estos nimeros es irracional:

a) 3.1416 b) V4 SR

3. ¢Podemos encontrar nimeros irracionales en las marcas de una regla graduada? ¢Hay
algun punto de la regla (aunque no tenga marca) que se corresponda con un nimero
irracional? Justifica tu respuesta.

4. Clasifica los siguientes numeros en orden de mayor a menor y después represéntalos en la

recta:
a) 7
b)  25/4
c) x/IS
d 2

5. Escribe una sucesion infinita de niumeros reales dentro del intervalo (-1, 1).

6. Calcula el valor absoluto de los siguientes nimeros:

a) | 5| b) |4 - 4| ¢)[3-2+9] d) V7 e) V72
7. Calcula x en las siguientes ecuaciones: (pista: x puede tener dos valores)
a) x| =5 b) [x—4|=0 c)|3x+9|=21

8. Dibuja las siguientes funciones en un grafico:

a)flx) =kl -5 b)flx)= -4 ¢) fx) = [3x + 9|
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Numeros reales y complejos

9. Elige un dia y calcula la distancia que has recorrido en total, y comparala con la distancia
entre los puntos inicial (al principio del dia) y final (al terminar el dia).

10. Un artesano fabrica dos productos. El primero
(a) le cuesta 2 horas y 3 euros en material, y el
segundo (b) le cuesta 6 horas y 30 euros de
material. Si valora en 10 euros cada hora de
trabajo, y los vende por (a) 30 y (b) 90 euros,
averigua cual es mds rentable para su negocio.

11. Entre Kroflite y Beeline hay otras cinco
ciudades. Las siete se encuentran a lo largo de
una carretera recta, separadas unas de otras
por una distancia entera de kildmetros. Las
ciudades se encuentran espaciadas de tal manera que si uno conoce la distancia que una
persona ha recorrido entre dos de ellas, puede identificarlas sin ninguna duda. ¢Cual es la
distancia minima entre Kroflite y Beeline para que esto sea posible?

12. Representa en la recta real los niUmeros que verifican las siguientes relaciones:
a) x| <1
b) x| <1
c) x> 1

d) x| > 1

13. Halla dos numeros que disten 6 unidades de 3, y otros dos que disten 3.5 unidades de -2,
calcula después la diferencia entre el mayor y el menor de todos estos nimeros.

14. Escribe el intervalo [-3, 5] N (3, 8).

15. Escribe el intervalo formado por los numeros reales x que cumplen |x —8| < 3.

16. Determina los conjuntos AN B, AU B, A —By —A en los casos siguientes:

a)A=[-11, 9]; B=(-1,6)
b) A=[-5,5]; B=(3,4)

Textos Marea Verd

Matematicas |. Bachillerato de Ciencias. Capitulo 1: NUmeros reales Autor: Jorge Muioz y Paco Moya
www.apuntesmareaverde.org.es S ; Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF



Numeros reales y complejos

3.2. Propiedades de los logaritmos
Las propiedades de los logaritmos se heredan de las propiedades de las potencias. Ya hemos visto que:

e Si cualquier numero elevado a cero es uno, entonces el logaritmo en cualquier base de uno es
cero.logs1=0a°=1.

e Si cualquier nimero elevado a uno es él mismo, entonces el logaritmo de cualquier nimero,
tomado él mismo como base es uno. log;a=1<al=a.

1. Ellogaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de sus factores:

Si cuando multiplicamos nimeros con una misma base elevada a distintos exponentes los sumamos,
entonces la suma de logaritmos de dos factores serd el logaritmo del producto. Si log, b = x, loga ¢ = y.
Entonces logq b + logs ¢ = logs b-.c & a* - 0¥ = . El logaritmo de un producto es igual a la suma de los
logaritmos.

Demostracion:
Llamamos A =logux y B = logay. Por definicién de logaritmos sabemos que:
A=log.x <3a” = x
B=log.y <>af=y
Multiplicamos:
xy=a*-at=a""® < loguxy = A + B = log.x + log.y.
Ejemplo:
* 0g4(2:7) = loga2 + loga7

2. Ellogaritmo de un cociente es igual al logaritmo del dividendo menos el logaritmo del divisor:

Si cuando Dividimos numeros con una misma base elevada a distintos exponentes los restamos,
entonces la resta de logaritmos de dos factores sera el logaritmo del cociente. Si logs b = x, loga ¢ = y.

Entonces logs b - log, ¢ = Iogaé @% = a*. El logaritmo de un cociente es igual a la diferencia de los
logaritmos.

Demostracion:
Llamamos A = log.x y B = log.y. Por definicion de logaritmos sabemos que:
A =logox <0 = x
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Numeros reales y complejos

B=log.y <af=y
Dividimos:
x/y=a*/ak=a"8 <logqx/y)=A —B =log.x —log.y.
Ejemplo:
+ logq (75/25 ) = logs 75 — logq 25

3. Ellogaritmo de una potencia es igual al exponente multiplicado por el logaritmo de la base de la
potencia:

\loga X’ =y.logq xi

Si cuando elevamos una potencia a un exponente, multiplicamos los exponentes, entonces, el logaritmo
de una potencia, serd el producto del exponente por el logaritmo del nimero.

Demostracion:
Por definicién de logaritmos sabemos que:
A=log.x <> af =x < (a?) =x =aV < Ay = logax! = y logax
Ejemplo:
%+ l0gq2°=5'l0ogs2

4. Ellogaritmo de una raiz es igual al logaritmo del radicando dividido por el indice de la raiz:

loga’/x = lloga X
n

Si cuando hacemos la raiz de orden n de un nimero lo podemos expresar como el nimero elevado a
uno partido del orden de la raiz, entonces el logaritmo de la raiz es igual al logaritmo del radicando
dividido por el orden.

Demostracion:
Teniendo en cuenta que una raiz es una potencia de exponente fraccionario.
Ejemplo:
log 2
-+ loga 327 = (M)

3

5. Cambio de base: El logaritmo en base a de un nimero x es igual al cociente de dividir el
logaritmo en base b de x por el logaritmo en base b de a:

log, x

log, x =
log, a

Esta expresion se conoce con el nombre de “formula del cambio de base”. Antaiio, cuando no existian
las calculadoras, se calculaban los logaritmos utilizando los valores recogidos en las tablas logaritmicas.

Matematicas |. Bachillerato de Ciencias. Capitulo 1: NUmeros reales \ Autor: Jorge Muioz y Paco Moya

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

Textos Marea Verde



Numeros reales y complejos

Las calculadoras sélo permiten el cdlculo de logaritmos decimales o neperianos, por lo que, cuando
queremos utilizar la calculadora para calcular logaritmos en otras bases, necesitamos hacer uso de ésta
formula.

Ejemplo:
log11 _ 1.04139269
log2  0.30103

4+ log,11= = 3.45943162

Actividades resueltas
4+ Desarrollar las expresiones que se indican:

32
log; [%} = log; [a3 'bz]— logs c* =logs @’ +logs b* —logs ¢* =3logs a +2logs b —4logs ¢

2 )} 2
log[ )g ] =310g( )2 ]=3[10gx2—log(ys-z)]=3(210gx—510gy—logz)=610gx—1510gy—310gz
Yy z Yy z

4 Escribe con un unico logaritmo:

3logza + %log2 x—%log2 b+2log,c—4=1log, a’ +log, Jx+ log, ¢* —log, i/b—z—log2 2% =

3./ 2
= (log, a’ +1log, Vx+ log, ¢*) ~(log, i/b_2+ log,2%) =log,(a’vx¢*)— logz(i/b_z-zét) = logz(ai/;a/_z; 4c ]
2

4 Expresa los logaritmos de los siguientes nimeros en funcién de log2 = 0.301030:
a) 4= log4 =log2%=2log2=2-0.301030 = 0.602060
b) 1024 = logl1024 =log 2'°=10-log2 = 10 - 0.301030 = 3.01030

56. Desarrolla las expresiones que se indican:

4x* a’-b?
a In%/— b) lo
) e’ ) g( ctd j

57. Expresa los logaritmos de los niUmeros siguientes en funcidn de log3 = 0.4771212
a) 81 b) 27 c) 59 049
58. Simplifica la siguiente expresion:

%logm —2logt—logp +§10gh

/ Utiliza la calculadora o el ordenador para calcular 26378, \
iDa error! No sale. jEs necesario usar logaritmos! Aplicamos logaritmos decimales a la expresién:
x =263 < log(x) = 378*l0g(26)
Eso si sabe calcularlo la calculadora o el ordenador. Da:
log(x) = 534.86 <> x = 10 >3486 = 10°34. 10086 = 10 >34 . 7.24.
Solucion:
26378 =7.24 - 10534,
Es un numero tan grande que ni el ordenador ni la calculadora es capaz de calcularlo
directamente y es necesario usar logaritmos. Repite el proceso con 50%°° y comprueba que te sale

Qs . 10339, /
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